
3 HALL定理
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1. 原命题的充分性命题（若任意S ⊆ X有 |N(S)| ≥ |S|，则存在X的完备匹配）因为有全称量词，不太好直
接证明。

2. 证明充分性的逆否命题：即没有完备匹配的话，那么存在一个 S ⊆ X满足 |N(S)| < |S|。

3. 在一个最大匹配（无法扩张）M 不是X完备匹配的情况下，需要构造一个 S，证明它满足 |N(S)| < |S|。

(a) 由于M 不是X的完备匹配，因此至少有一个点 u是不被M 饱和的。

(b) 那么，我们就可以利用 u来构造这个 S以及对应的N(S)。

• 定义 S为所有能够从 u出发，通过M 交错路径走到的，属于X的点；

• 定义 T 为所有能够从 u出发，通过M 交错路径走到的，属于 Y 的点；

(c) 证明：|S − {u}| = |T |。根据等势的定义，即需要证明 S − {u}和 T 之间存在双射（完美匹配）。

• 首先，注意到 S − {u} ⊆ X中所有的点都是从 u出发，通过M-交错路径回到X。

• 由于M对X来说已经是最大的匹配，所以M是不可扩张的，即图中不存在M-增广路径。故而，
在所有被M 饱和的属于 Y 的点中，必然存在一个最大的 T 满足上述定义，且 T 中的每个点都有
一条边将其映射至 S − {u}中的点。

• 否则，如下图所示（红点表示饱和点，红边表示匹配中的边），若 T 中存在一个点（例如 t3）无
法通过M 映射到 S − {u}，那么总可以对M 中经过它的M-交错路径（例如 u− t1−s1 − t3）进
行扩张，将M 变大。这与前述假设矛盾：

• S − {u}中所有的点都是从 T 中经过匹配M 中的边到达。所以，这些边构成一个从 T 到 S − {u}
的满射；

• 由于M是一个匹配，因此M中的任意两条边之间没有公共点，所以，这些边是一个从 T 到 S的
单射；

(d) 证明：T = N(S)，即 S中所有点的邻居都在 T 中，这里需要用到反证法：

• 假设存在一个 v ∈ S，它有一个邻居 y ∈ Y 不在 T 中；

• 因为 y不在 T 中，但 v却在 S中，所以必有边 yv ̸∈ M。即 v之所以在 S中，肯定存在一条从 u
出发的M-交错路径 P 可以到达 v，但这条路径不经过 y；

• 根据上面的讨论，我们知道路径P 的最后一条边必然属于M。又因为 yv ̸∈ M，所以我们可以把
yv接在交错路径 P 的最后成为 P ′。

• 根据交错路径的定义，P ′依然是交错路径。那么，再根据 T 的定义，必然有 y ∈ T，这与上面的
假设矛盾，因此N(S) = T。

(e) 由于 |S| > |T | = |N(S)|，所以我们找到了X的一个子集，它的邻接点集合比它自己小，原命题得证。
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