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1 引子

1.1 模 m 剩余类与群的概念
回顾：模 m 同余是 Z 上的一个等价关系。

a ≡ b(mod m) ↔ m | a− b

因此 Z/(mod m) 包含 m 个等价类：

[0] = {x | x ≡ 0(mod m)} = {km | k ∈ Z}
[1] = {x | x ≡ 1(mod m)} = {km+ 1 | k ∈ Z}

. . .

[m− 1] = {x | x ≡ m− 1(mod m)} = {km+ (m− 1) | k ∈ Z}

同余模关系有如下性质：

命题：若 a ≡ b(mod m)，c ≡ d(mod m)，则

a+ c ≡ c+ d(mod m), ac = bd(mod m)

Proof. 根据定义，存在整数 k, l 使得
a− b = km, c− d = lm

从而

(a+ c)− (b+ d) = (a− b) + (c− d) = km+ lm = (k + l)m,

ac− bd = ac− bc+ bc− bd = (a− b)c+ (c− d)b = ckm+ blm = (ck + bl)m.

1.2 同构与同态
定义：我们称两个代数结构 (S, ∗) 与 (S, ∗′) 同构（isomorphism）当且仅当存在一个从 S 到 S′ 的一一映射ϕ 使
得

ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) ∗′ ϕ(y) for all x, y ∈ S

homomorphism

• 当没有一一映射条件时，上面的关系被称为同态（homomorphism）。

• 整数和加法、乘法构成的系统到模 m 剩余类与模 m 加法、乘法构成的系统，就构成一种同态。

1.2.1 如何证明同构

对于两个代数结构 (S, ∗) 与 (S, ∗′)，验证二者同构非常简单：

1. 定义映射 ϕ，这个 ϕ 一定要对于任意 x ∈ S 有定义；

2. 证明 ϕ 是单射；

3. 证明 ϕ 是满射；

4. 证明 ϕ 保运算，即 ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) ∗′ ϕ(y)。



2 群

例子：(R,+) 与 (R+, ·) 同构。

1. 定义 ϕ(x) = ex，其定义域显然是满的；

2. ϕ(x) 显然是单射；

3. ϕ(x) 显然是满射；

4. ϕ(x+ y) = e(x+y) = ex · ey = ϕ(x) · ϕ(y)。

1.2.2 如何证明不同构

例 1：(Q,+) 和 (R,+) 不同构，因为无法构造 Q → R 的一一映射。

例 2：(Z, ·) 和 (Z+, ·) 不同构。虽然它们的基数都等于 ℵ0，但在 Z 中有两个元素令 x · x = 0，在 Z+ 中只有一
个元素满足该条件（注意到乘法是一样的），所以不可能构建出保运算的一一映射函数。

所以，代数结构更本质的是其内部结构的性质：

结构性质（structural property） 非结构性质
集合有 4 个元素 集合里有 4
代数运算具有交换性 代数运算叫做“加法”
x ∗ x = x, ∀x ∈ S S 中的元素都是方阵
a ∗ x = b 对任意 a, b ∈ S 有解 S ⊂ C

这类结构性质才是抽象代数研究的主要对象。

2 群

2.1 代数方程求解
在代数系统中解方程：

5 + x =2 (given)
−5 + (5 + x) =− 5 + 2 (addition)
(−5 + 5) + x =− 5 + 2 (association)

0 + x =− 5 + 2 (inverse element)
x =− 5 + 2 (identity element)
x =− 3 (addition)

2.2 群的定义
定义：设 G 是一个非空集合。如果在 G 上定义了一个代数运算（通常称为乘法），且满足：

1. ∀
a,b,c∈G

[(ab)c = a(bc)]

2. G 中有一个元素 e 使得
∀

a∈G
(ea = ae = a)

称 e 为 G 的单位元（identity element）。

3. G 中每个元素均存在逆元（inverse），即

∀
a∈G

∃
b∈G

(ab = ba = e)

我们记 b = a−1。

那么称 (G, ∗) 是一个群（Group）。

• 如果只满足性质 1，称为半群（semigroup）；

• 如果满足性质 1、2，称为含幺半群或者独异点（monoid）；

• 注意：虽然单位元和逆元对于乘法满足交换律，但其他情况下不一定可交换；
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2.3 一些群的例子 2 群

如果群 G 的乘法还满足交换性
∀

a,b∈G
(ab = ba)

那么称 (G, ∗) 为交换群或阿贝尔群（Abelian group）。

• 同样的，有交换半群和交换含幺半群。

2.3 一些群的例子
• n 次单位根（nth roots of unity）群（见参考书目）。

• 模 m 的剩余类加上模 m 加法构成群 (Zm,+m)，注意 [a+ b] = [a] + [b]。

1. [a] + ([b] + [c]) = [a] + [b+ c] = [a+ b+ c] = [a+ b] + [c] = ([a] + [b]) + [c]

2. [a] + [0] = [0] + [a] = [a]

3. [a] + [m− a] = [m] = [0]

4. [a] + [b] = [a+ b] = [b+ a] = [b] + [a]

• n× n 可逆方阵在矩阵乘法下构成群，但没有可交换性：

1. 矩阵乘法满足结合律；

2. 可逆矩阵的乘积依然可逆，因此有封闭性：(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In；

3. 单位元为 In；

4. 有逆元；

• 模 m 的剩余类中与 m 互素的剩余类（即约剩余系）加上模 m 乘法构成阿贝尔群 (Z∗
m, ∗m)。

定理 1：在 Zm 中，[a] 是模 m 乘法可逆元当且仅当 (a,m) = 1。

Proof.（⇐）设 (a,m) = 1，则存在 u, v ∈ Z，使得

au+mv = 1.

根据模 m 加法和乘法性质，在 Zm 中

[1] = [a][u] +m [m][v] = [a][u]

因此 [u] 就是 [a] 的逆元。

（⇒）设 [a] 是可逆元，其中 0 < a < m。假如 (a,m) = d 且 d 6= 1。则存在正整数 0 < a1,m1 < m 使得：

a = a1d, m = m1d

从而
am1 = a1dm1 = a1m

所以在 Zm 中有 [a][m1] = [a1m] = [0]。根据上面的假设，[a]是可逆元，给左边等式两边同时左乘（why?）[a]−1：

[a]−1([a][m1]) = [a]−1[0]

左边为 ([a]−1[a])[m1] = [1][m1] = [m1]；右边为 [a]−1[0] = [0]，得到 [m1] = [0]，与 0 < m1 < m 矛盾。

2.4 群的基本性质
定理 2：若 (G, ∗) 是群，那么它一定满足左右消去律，即对任意 a, b, c ∈ G 有 a ∗ b = a ∗ c → b = c 且
b ∗ a = c ∗ a→ b = a 成立。

Proof. 假设 a ∗ b = a ∗ c，由逆元存在性可知存在 a′ 使得 a ∗ a′ = a′ ∗ a = e，其中 e 为 (G, ∗) 的单位元。

因此可以在 a ∗ b = a ∗ c 两边左乘 a′ 得到 b = e ∗ b = a′ ∗ a ∗ b = a′ ∗ a ∗ c = e ∗ c = c。同理可证
b ∗ a = c ∗ a→ b = a。
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3 循环群

定理 3：若 (G, ∗) 是群，那么其中的线性方程 a ∗ x = b 一定有唯一解。

定理 4：若 (G, ∗) 是群，那么它的单位元唯一，且每个元素的逆元唯一，且 (a−1)−1 = a。

推论：若 (G, ∗) 是群，那么对任意 a, b ∈ G 有 (a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1。

例子：若 (G, ∗) 关于乘法满足结合律，且 G 有左逆和左单位元，求证 G 是群。

Proof. 由于有左单位和左逆，所以 ∀a ∈ G 存在 a−1a = eL。且对 a−1 有 (a−1)−1a−1 = eL。因此

aa−1 = eL(aa
−1) = [(a−1)−1a−1](aa−1) = (a−1)−1(a−1a)a−1 = (a−1)−1eLa

−1 = (a−1)−1a−1 = eL

因此 a−1 也是右逆。同时
aeL = a(a−1a) = (aa−1)a = eLa

所以 eL 也是右单位。因此 G 是群。

3 循环群

3.1 幂运算和阶
令 an 表示 a ∗ a ∗ · · · ∗ a 共 n 个 a 相乘，并规定

a0 = e, a−n = (a−1)n, n ∈ N∗

（一般 Z+,R+ 表示正整数、实数；N∗,Z∗,R∗ 表示不包含零的自然数、正整数、正实数集合）。

容易验证
aman = am+n, (am)n = amn, m, n ∈ Z

G 中元素的个数被称为它的阶（order），接下来我们会看到为什么。

3.2 循环群与生成元
在模 9 即约剩余系群 Z∗

9 = {[1], [2], [4], [5], [7], [8]} 中

[2]0 = [1], [2]1 = [2], [2]2 = [4], [2]3 = [8], [2]4 = [7], [2]5 = [5].

因此
Z∗
9 = {[2]r | r = 0, 1, . . . , 5}.

定义：若 (G, ∗) 是群，且 G 中的每一个元素都能写成 G 中某个元素 a 的整数次幂，那么称 G 为循环群（cyclic
group），我们把 a 叫做 G 的一个生成元（generator），并把 G 记为 〈a〉。

• 若对任意 n ∈ N∗ 都有 an 6= e，则 〈a〉 为如下无限循环群：

{. . . , a−n, . . . , a−1, e, a, . . . , an, . . .}

• 若存在某个 n ∈ N∗ 使得 an = e，则 〈a〉 为 n 阶循环群：

{e, a, . . . , an−1}

• 循环群一定是阿贝尔群（为什么？）。

• 在循环群中，使得 an = e 的最小的正整数 n ∈ N∗ 被称为 a 的阶，记作 |a|。例如 1 在 (Z,+) 中为无穷阶
元素；(Z∗

9, ∗) 中，[2] 的阶为 6。
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3.3 循环群的结构 3 循环群

3.3 循环群的结构
定义：如果群 (G, ∗) 到 (G′, ∗′) 有一个双射 σ，使得

σ(ab) = σ(a)σ(b), ∀a, b ∈ G,

那么称 σ 是 (G, ∗) 到 (G′, ∗′) 的一个群同构映射，并称二者是同构的，记作 (G, ∗) ' (G′, ∗′)。以后在不产生歧
义的情况下我们简单记 (G, ∗) 和 (G′, ∗′) 为 G 和 G′，以及 G ' G′。

定理 5：设 σ 是 G 到 G′ 的同构映射，则

1. σ(e) = e′；

2. σ(a−1) = σ(a)−1, ∀a ∈ G；

3. a 与 σ(a) 阶相同。

Proof.（1）σ(e) = σ(ee) = σ(e)σ(e)，记 e′ 为 G′ 的单位元，则 σ(g)σ(g)−1 = σ(g)−1σ(g) = e′。

对 σ(e) = σ(e)σ(e) 两边左乘 σ(e)−1 得

e′ = σ(e)−1σ(e) = σ(e)−1σ(e)σ(e) = e′σ(e) = σ(e)

得到 e′ = σ(e)。

（2）由于 aa−1 = e，因此 σ(aa−1) = σ(a)σ(a−1) = σ(e) = e′，两边同时左乘 σ(a)−1 得 σ(a−1) = σ(a)−1。

（3）∀n ∈ N∗，由于 σ 是单射，因此

an = e⇔ σ(an) = e′ ⇔ [σ(a)]n = e′.

那么，所有循环群组成的集合 Ω 有多少个同构等价类？

定理 6：

1. 任意一个无限循环群都与 (Z,+) 同构；

2. 对于 m ∈ N∗，任意一个 m 阶循环群与 (Zn,+m) 同构；

3. 1 阶循环群都与加法群 {0} 同构。

Proof. 1. 略。对于 G = 〈a〉，只需构造映射 σ : G→ Z为 σ(ak) = k，并分布证明其为单射、满射且保运算即可。

2. 设 G = 〈a〉 为 m 阶循环群，其中 m > 1，则

G = {e, a, . . . , am−1}

令

τ : G→ (Zm,+m)

ak 7→ [k], 0 ≤ k < m.

由于当 0 ≤ k, l < m时，ak = al ↔ k = l ↔ [k] = [l]，所以 τ 是一个映射，且是单射。任给 [k] ∈ Zm, (0 ≤ k < m)，
存在 τ(ak) = [k]，因此 τ 是满射。从而 τ 是双射。

对于 0 ≤ k < m，设 k + l = qm+ r (0 ≤ r < m)，则在 Zm 中，[k + l] = [r]。由于 G = 〈a〉 的阶为 m，因此 a
的阶为 m。于是有

τ(akal) = τ(ak+l) = τ(aqm+r) = τ(ar) = [r] = [k + l] = [k] +m [l].

因此，τ 是一个从 G 到 (Zm,+m) 的同构映射。

3. 显然 {e} ' ({0},+)。
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4 二面体群

y

x

O

l3

l2

l1

l4

A4

A1 A2

A3

从上面的定理可以看到：

• 所有的无限循环群组成一个同构类，代表元为 (Z,+)；

• 所有的 m 阶循环群组成一个同构类，代表元为 (Zm,+m)。

4 二面体群

4.1 对称变换
定义：平面上（或空间中）的一个变换 σ 如果保持任意亮点的距离不变，那么称 σ 是平面上（或空间中）的一
个正交点变换（或保距变换）（isometry）。

• 显然，任意两个正交点变换的乘积仍然是正交点变换；

• 正交点变换的逆变换仍然是正交点变换。

定义：平面上（或空间中）的一个正交点变换 σ 如果让图形 Γ 的像与自身重合，那么称 σ 是 Γ 的对称变换。

4.2 图形对称群
如果把一个图形 Γ 的所有对称变换组成的集合叫做 G。那么，

• G 中任意两个对称变换的组合仍然是 Γ 的对称变换，即 ∀σ1, σ2 ∈ G (σ2 ∗ σ1 ∈ G)；

• ∀σ ∈ G 有 σ−1 ∈ G；

• 显然，对称变换满足结合律；

所以这些变换构成一个群，我们称 (G, ∗) 为 Γ 图形的对称群（symmetric group）。

4.3 正方形的对称群
正方形的对称运算集合记作 D4 它含有以下元素：

• 绕正方形中心 O 转角为 π/2 的旋转，记作 σ；

• 绕正方形中心 O 转角为 π 的旋转，记作 σ2；

• 绕正方形中心 O 转角为 3π/2 的旋转，记作 σ3；

• 绕正方形中心 O 转角为 2π 的旋转，记作 σ4 = I；

• 关于 l1 的反射，记作 τ1；

• 关于 l2 的反射，记作 τ2；

• 关于 l3 的反射，记作 τ3；

• 关于 l4 的反射，记作 τ4。

因此有：
D4 ⊇ {I, σ, σ2, σ3, τ1, τ2, τ3, τ4}
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5 对称群

那么，D4 中还有没有其他运算？它们是否满足封闭性？是否构成一个群？（提示：考虑上图的直角座标系与旋
转矩阵，将 τi, i = 2, 3, 4 用 τ1 和 σ 的乘积表示）(

x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
事实上，

D4 = {I, σ, σ2, σ3, τ1, στ1, σ
2τ1, σ

3τ1}.
可以看出，D4 可以由两个元素 σ 和 τ1 生成，且

σ4 = I, τ21 = I.

由于 (στ1)
2 = τ22 = I，将 (στ1)(στ1) = I 两边左乘 σ−1 得

τ1στ1 = σ−1

有了已上公式，任意两个元素的乘积都能计算出来，例如：

τ1σ = σ−1τ1 = σ3τ1

(σ2τ1)σ
3 = σ2(τ1σ)σ

2 = σ2(σ3τ1)σ
2 = σ(τ1σ)σ = σ(σ3τ1)σ = σ4(τ1σ) = σ3τ1

因此，D4 有两个生成元 {σ, τ1}，我们记 τ1 = τ，可以把 D4 简洁地写成

D4 = 〈σ, τ | σ4 = τ2 = I, τστ = σ−1〉.

其中的 σ4 = τ2 = I 表明了 σ 和 τ 自身的性质，而 τστ = σ−1 可以被用来计算 τ 和 σ 的乘积。

设正 n 边形中心为 O，用 σ 表示绕点 O 转角为 2π/n 的旋转，用 τ 表示关于正 n 边形的某条对称轴的反射，
则正 n 边形的对称群 Dn 为

Dn = 〈σ, τ | σn = τ2 = I, τστ = σ−1〉.
由于 τσ = σ−1τ = σn−1τ 6= στ，因此 Dn 是非阿贝尔群，它们被称为二面体群（dihedral group）。

上节课提到的四元数群同样可以用类似的方式表示出来：

Q = 〈i, j | i4 = j4 = I, iji = i−1〉.

5 对称群

5.1 置换表示
除了图形的对称性，还可以刻画其他事务的对称性。考虑一元二次方程

ax2 + bx+ c = 0,

它的两个复根 x1, x2 满足
x1 + x2 = −b, x1x2 = c,

可以看到它们之间存在着某种对称性。记 Ω = {x1, x2}，令

σ :Ω → Ω

x1 7→ x2

x2 7→ x1

此时仍然有 x2 + x1 = −b, x2x1 = c，因此形式化地描述了这一对称性：对它们进行置换后，运算结果保持不变。
我们可以将它表示为：

σ =

(
1 2
2 1

)
同样的，上面的 D4 也可以表示为下面的形式：

I =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
τ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
σ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
στ =

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
σ2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
σ2τ =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
σ3 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
σ3τ =

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
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5.2 对称群的定义 6 子群

定义：当 Ω 为有穷集合时，Ω 到自身的一个双射叫做 Ω 上的一个置换（permutation）。

5.2 对称群的定义
令 Ω 是一个非空集合，SΩ 是 Ω 上所有的置换（这是一个 Ω → Ω 的函数），那么 SΩ 在函数复合运算 ◦ 下构成
群，它被称为对称群（symmetry group），它的子集被称为置换群（permutation group）。

Proof. 首先，证明封闭性：集合 Ω 上两个置换 σ, τ 的复合 σ ◦ τ 是如下映射：

Ω
τ→ Ω

σ→ Ω

由于 σ 和 τ 都是双射，因此 στ 仍然是一个双射。

其次，证明结合性：由二元关系的结合性易得。

第三，证明单位元存在：恒等置换 I 使得 ∀a ∈ Ω(I(a) = a)，所以对任意置换 σ 和任意 a ∈ Ω 有
I ◦ σ(a) = I(σ(a)) = σ(a)，且 σ ◦ I(a) = σ(I(a)) = σ(a)。

最后，证明对任意一个置换 σ 均存在其逆元 σ−1。由于 σ 是 Ω 上的双射，因此反函数 σ−1 必然存在，且对任
意 a ∈ Ω 满足 σ−1(σ(a)) = σ(σ−1(a)) = a，即 σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = I。

综上所述，SΩ 构成一个群。

6 子群
从群的运算表中可以看出，表中的内容实际上就是集合元素的一种重新排列。因此，直觉上可以想像出置换群存
在着某种结构上的一般性，而凯莱定理就描述了这种一般性。为了介绍它，我们首先要引入一个定义和一条引理。

定义：令 A→ B是一个函数，且H 是 A的一个子集。我们定义 f [H] = {f(h) | h ∈ H}为 f 在H 上的像（image）。

定义：如果 G 是一个群，H ⊆ G 对于 G 中的运算封闭（子代数）且构成群，那么称 H 是 G 的一个子群
（subgroup），记为 H ≤ G（H < G 当 H 6= G）。G 自身和 {e} 被称为 G 的平凡子群（trivial subgroup），其余
的子群被称为真子群（proper subgroup）。

• 如果 H 是 G 的一个子群，那么任意 a, b ∈ H 有 ab ∈ H。设 e′ ∈ H 是 H 的单位元，则 e′e′ = e′。两边
再同时乘以 e′ 在 G 中的逆元得到 e′ = (e′)−1e′，即 e′ = e。因此子群 H 中的单位元就是 G 中的单位元。

• 任给 b ∈ H，设 b 在 H 中的逆元为 b′，则 bb′ = b′b = e。该式在 G 中同样成立，所以 b 在 G 中的逆元也
是 b′。

引理：令 G 和 G′ 是群，并令 ϕ : G → G′ 是一个单射函数，使得对任意 x, y ∈ G 有 ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)。那么
ϕ[G] 是 G′ 的一个子群，且 ϕ 是 G 到 ϕ[G] 的一个同构映射。

Proof. 首先，证明 ϕ[G] 的封闭性：显然，对于任意 x′, y′ ∈ ϕ[G] 存在 x, y ∈ G 使得 ϕ(x) = x′ 且 ϕ(y) = y′，且
ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = x′y′，说明 x′y′ ∈ G。

其次，根据 ϕ 的性质，ϕ[G] 中的运算显然满足结合律。

第三，令 e′ 表示 ϕ[G] 中的单位元。那么有：

e′ϕ(e) = ϕ(e) = ϕ(ee) = ϕ(e)ϕ(e),

根据群运算的消去律，得到 e′ = ϕ(e)。

第四，证明任意 x ∈ ϕ[G] 有逆元：假设 x′ = ϕ(x)，那么有

e′ = ϕ(e) = ϕ(x−1x) = ϕ(xx−1) = ϕ(x−1)ϕ(x) = ϕ(x)ϕ(x−1) = ϕ(x−1)x′ = x′ϕ(x−1)

8



8 子群和陪集

因此 ϕ(x−1) 是 x′ 的逆。因此 ϕ[G] 是 G′ 的子群。

最后，由于 ϕ 是单射，因此 ϕ 构成 G→ ϕ[G] 的双射，是二者之间的同构映射。

7 凯莱定理
定理 7（Cayley’s Theorem）：任意一个群都与一个置换群同构。

Proof. 令 G 为一个群，我们证明 G 与 SG 的一个子群同构。根据上面的引理，我们只需定义一个函数
ϕ : G→ SG 使得对于任意 x, y ∈ G 有 ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)。

给定一个 x ∈ G，我们构造一个映射 λx : G→ G，使得对任意 g ∈ G 有 λx(g) = xg（即对 g 左乘一个 x），下
面证明它是一个置换。

因为 λx(x
−1c) = x(x−1c) = c 对任意 c ∈ G 成立，所以 λx 对 G 是映上的（即一个满射）。又因为

λx(a) = λx(b) ↔ xa = xb ↔ a = b，所以 λx 是一个单射。所以 λx 是 G 上的一个置换（G → G 的双
射）。令 ϕ : G→ SG 为 ϕ(x) = λx, ∀x ∈ G。

接下来需要证明 ϕ 是一个从 G 到 ϕ[G] 双射（根据上面的引理，只需要证明单射即可），且保持 G 中的运算。

由于 ϕ(x) = ϕ(y) ↔ λx = λy（注意这二者是函数）在 G中处处成立，所以有 λx(e) = λy(e) ↔ xe = ye↔ x = y。
因此 ϕ 是单射。

根据 ϕ的定义有 ϕ(xy) = λxy，那么对于任意 g ∈ G有 ϕ(xy)(g) = λxy(g) = xyg = x(yg) = x[λy(g)] = [λxλy](g)
（置换的乘法即为函数复合运算），因此 ϕ 保运算。

在证明中，我们同样可以考虑由右乘诱导出的置换运算 ρx(g) = gx，甚至可以通过逆元诱导：µx(g) = gx−1。
关于凯莱定理的例子见 Fraleigh 的 83 页例 8.18。

8 子群和陪集

8.1 子群判定条件
定理 8：群 G 的非空子集 H 是 G 的子群当且仅当对任意 ∀a∀b (a, b ∈ H → ab−1 ∈ H)。

Proof.（⇒）由于H < G是群，所以 a, b ∈ H ⊆ G意味着 b−1 ∈ H 且H 对 G中的乘法运算封闭，因此 ab−1 ∈ H。

（⇐）单位元存在：由于 H 非空，因此存在 c ∈ H。由已知条件得 cc−1 ∈ H，因此 e ∈ H。

逆元存在：任给 b ∈ H，由已知条件（其中的 a 替换为 e）得 eb−1 ∈ H，因此 b−1 ∈ H。

∗ ↾H（乘法在 H 中的限制）的结合律：任给 a, b ∈ H，由已知条件和已证明的结论得 a(b−1)−1 ∈ H，即 ab ∈ H。
因此 H 中的运算仍然保持 G 中的运算（乘法表不变）。由于 G 是群，因此该运算在 H 中依然满足结合律。

8.2 群的划分
子群可以用来研究群的结构，一种最直接的方式就是利用子群 H < G 来构造 G 的一个划分。

考虑一个实数平面向量集合与向量加法构成的群 G = (R2,+)，穿过原点 O 的一条直线 y = hx 即是 G 中的一
个子群，我们记为 H = {(x, hx) | x ∈ R}（这里的 h 是一个 R 上的常数），它在向量加法上显然构成一个群：

• 封闭性：对 H 中任意 (x1, hx1) 和 (x2, hx2) 有 (x1, hx1) + (x2, hx2) = (x1 + x2, h(x1, x2)) ∈ H；

• 结合律：由实数加法结合律自然得出；

• 单位元：易证 (0, 0) 是 H 中的单位元；

9



8.3 子群和等价类 8 子群和陪集

• 逆元：对任意 (x, hx) ∈ H 易证 (−x,−hx) ∈ H 是其单位元。

O

B

A

y

x

从图中可以看到，当 A 6∈ H 且
−→
OA−

−−→
OB ∈ H 时，A 和 B 恰好位于一个与 H 平行的直线上。

这条与 H 平行的直线可以记为 H ′ = {(x, hx+ b | x ∈ R)}，其中 h 与 H 的斜率一样，b 6= 0 是一个常数。容易
验证 H ′ 也是 G 的一个子群。

我们记这里的
−→
OA = a，

−−→
OB = b，向量加法为群的乘法“∗”（无歧义时可省略）。这样一来，“

−→
OA 与

−−→
OB 的差

与 H 平行”可以记为 ab−1 ∈ H，并且由它可以推出 a 和 b 属于同一个子群 H ′，即同一个划分。根据划分与
等价类的关系，我们可以得到一种等价关系，这可以表示为一条定理。

8.3 子群和等价类
定理 8：若 G 为一个群，且 H < G。那么 G 中存在等价关系 ∼L 和 ∼R。对任意 a, b ∈ R，它们的定义如下：

a ∼L b↔ a−1b ∈ H,

a ∼R b↔ ab−1 ∈ H.

Proof. 不失一般性，这里只证明 ∼L 是等价关系。

自反性：根据 H 是子群有 e ∈ H。所以 e ∈ H ↔ a−1a ∈ H ↔ a ∼L a。

对称性：根据 H 是子群有 b−1a = (a−1b)−1 ∈ H。所以 a ∼L b ↔ a−1b ∈ H ↔ (a−1b)−1 ∈ H ↔ b−1a ∈ H ↔
b ∼L a。

传递性：根据 H 是子群有 (a−1b)(b−1c) = a−1(bb−1)c = a−1c。所以 (a ∼L b ∧ b ∼L c) ↔ (a−1b ∈ H ∧ b−1c ∈
H) ↔ (a−1b)(b−1c) ∈ H ↔ a−1c ∈ H ↔ a ∼L c。

有了上述等价关系，当给定一个子群 H < G（例如 R2 的一条直线 L）和任意一个 a ∈ G 时（例如 R2 上的一
个点 A），其等价类（例如过点 A 与 L 平行的直线）即为：

[a] = {x ∈ G | x ∼L a} = {x ∈ G | a−1x ∈ H} = {x ∈ G | a−1x = h, h ∈ H} = {x ∈ G | x = ah, h ∈ H} = {ah | h ∈ H}

同理可以得到 ∼R 生成的等价类 [a] = {ha | h ∈ H}。

8.4 陪集
定义：令 H 为 G的子群。我们称集合 aH = {ah | h ∈ H}为 H 关于 a的左陪集（left coset），Ha = {ha | h ∈ H}
为 H 关于 a 的右陪集（right coset），a 为陪集代表元。H 的所有左（右）陪集组成的集合是 G 的一个划分，
称为 G 关于子群 H 左（右）商集，分别记做 (G/H)l 和 (G/H)r。

命题：a ∈ bH ↔ b−1a ∈ H ↔ aH = bH。

Proof.
a ∈ bH ↔ ∃h ∈ H(a = bh) ↔ ∃h ∈ H(b−1a = h) ↔ b−1a ∈ H

10



9 拉格朗日定理

所以根据 a ∈ bH，存在 h ∈ H 使得 b = ah−1 和 a = bh，那么存在 h1 ∈ H 使得 ah1 = bhh1 = b(hh1)，而由
于 h, h1 ∈ H 且 H 是子群（关于乘法封闭），所以 hh1 ∈ H，因此得到任意 ah = b(hh1) ∈ bH，根据集合包含
关系定义有 aH ⊆ bH。同理可得

bh2 = ah−1h2 ∈ aH ↔ bH ⊆ aH

因此 aH = bH。

命题：左陪集与右陪集的基数相等。

Proof. 令

σ : (G/H)r → (G/H)l

aH → Ha−1

由于 aH = cH 说明 c ∼L a，即 c−1a ∈ H，这又等价于 c−1(a−1)−1 ∈ H，因此有 c−1 ∼R a−1，即 Hc−1 = Ha−1，
因此 σ 是单射。

又因为任给 Hb ∈ (G/H)r，有 σ(b−1H) = H(b−1)−1 = Hb，所以 σ 是满射。

因此 σ 是双射，且 |(G/H)l| = |(G/H)r|。

由这个命题可以引出以下概念：

定义：设 H 是群 G 的一个子群，把 (G/H)l 或 (G/H)r 的基数称为 H 在 G 中的指数（order），记为 [G : H]。

9 拉格朗日定理
命题：若 H 是 G 的子群，那么 G 关于 H 的任意左、右陪集均和 H 等势，即 ∀a ∈ G (|H| = |aH| = |Ha|)。

Proof. 构造映射 τ : H → aH，令 τ(h) = ah。根据 h1 = h2 ↔ ah1 = ah2 可知其为单射；且对于 ∀ah ∈ aH 有
τ(a−1ah) = τ(h) = ah，所以它也是满射。因此 τ 是 H 与 aH 间的双射。

由上面这些性质与定义，可以得到下面这个简洁且重要的结论（Never underestimate results that counts somet-
ing!）。

定理 9：令 H 为一个有限群 G 的子群，则

|G| = [G : H] · |H|

Proof. 设 [G : H] = r，那么 G 的一个划分可以表示为：

G = H ∪ a1H ∪ · · · ∪ ar−1H,

其中 H, a1H, . . . , ar−1H 两两不相交。因此有

|G| = |H|+ |a1H|+ · · ·+ |ar−1H| = |H|+ |H|+ . . .+ |H| = r|H|.

9.1 拉格朗日定理的应用
设 G 是有限群，a ∈ G。设 a 的阶为 s。令

H = {e, a, a2, . . . , as−1}

任给 0 ≤ i, j < s，不妨设 i ≤ j，我们有

ai(aj)−1 = ai−j = a−(j−i) = as−(j−i) ∈ H

aj(ai)−1 = aj−i ∈ H

11



9.1 拉格朗日定理的应用 9 拉格朗日定理

因此 H 是 G 的一个子群，称 H 是由 a 生成的子群，记作 〈a〉。由 H 的定义可知，a 的阶就是 〈a〉 的阶。

推论 1：设 G 是有限群，则 G 的任一元素 a 的阶是 G 的阶的因数，从而 a|G| = e。

推论 2：任意素数阶群一定是循环群。

Proof. 假设 |G| = p，且 p 为素数。令 a 6= e 为 G 中的一个非单位元。那么由 a 生成的子群 H 至少应该包括
a 和 e。然而根据拉格朗日定理，|H| 可整除 |G|。因此当 |H| ≥ 2 必有 |H| = |G| 且 〈a〉 = G，所以 〈a〉 是循环
群（且 a 的阶为 p）。

9.1.1 欧拉定理和费马小定理

利用上面的推论，可以给出欧拉定理和费马小定理的一个简短证明。

欧拉定理：设 m 是大于 1 的整数，若整数 a 与 m 互素，则

aφ(m) ≡ 1(mod m).

Proof. 由于 (a,m) = 1，因此 [a] ∈ Z∗
m。由于 |Z∗

m| = φ(m)，因此由推论 1 得 [a]φ(m) = [1]。

根据模 m 乘法的保运算性质，有 [aφ(m)] = [1]，即 aφ(m) ≡ 1(mod m)。

费马小定理：设 p 是素数，则对于任意整数 a 有

ap ≡ a(mod m).

Proof. 若 (a, p) = 1，则根据欧拉定理得
ap−1 ≡ 1(mod p).

又有 a ≡ a(mod p)，根据模 m 乘法的性质将其与上式相乘，有 ap ≡ a(mod p)。

9.1.2 循环群的结构

定理 10：设 G = 〈a〉 是 n 阶循环群，则

1. G 的每一个子群都是循环群；

2. 对于 G 的阶 n 的每一个正因数 s，都存在唯一的一个 s 阶子群。除它们以外，G 再也没有其他子群。

Proof.（1）由于 G 的平凡子群 {e} 和 G 都是循环群，所以只需证明 G 的任一非平凡子群都是循环群。

设 H 是 G 的非平凡子群，则 H 中有 G 的非单位元。根据良序定理，在 H 中存在幂指数最小的 a 的幂，设为
ak，其中 k 6= 0。任取 aq ∈ H，设 q = lk + r, 0 ≤ r < k。根据陪集等价类的定义，有

ar = aq−lk = aq(ak)−l ∈ H

如果 r 6= 0，那么 r < k ∧ ar ∈ H 与 ak 是 H 中 a 的最小幂元矛盾，因此 r = 0。从而

aq = (ak)l ∈ 〈ak〉

由于对任意 aq ∈ H 都有 aq ∈ 〈ak〉，故而 H ⊆ 〈ak〉（全称量词引入）。又由生成群的封闭性可知 〈ak〉 ⊆ H，所
以 H = 〈ak〉。

因此 G 的所有子群都是循环群。

（2）由 Lagrange 定理可知 G 的所有子群的阶均为 n 的因数。因此证明该命题只需证 G 的 s 阶子群存在且唯
一，其中 s 是 n 的因数。

设 s 是 G 的阶 n 的任意一个正因数，则存在正整数 d 使得 n = ds。由于 a 的阶亦为 n，因此

|ad| = n

(n, d)
=
n

d
= s

12
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于是 〈ad〉 是 G 的一个 s 阶子群，存在性得证。

设 H 是 G 的任意一个 s 阶子群，根据（1）的结论，H 是循环群。设 H = 〈ak〉，于是 |ak| = n
(n,k)（为什么？），

因此 (n, k) = d，因此存在整数 u, v 使得
un+ vk = d,

于是
ad = aunavk = (ak)v ∈ 〈ak〉 = H

所以 〈ad〉 ⊆ H。又由于 |〈ad〉| = s = |H|，所以 〈ad〉 = H。这证明了 G 的 s 阶子群唯一。

由上面的结论很容易可以得到：

推论 3：若 a 是有限循环群 G 的生成元，且 |G| = n。那么 G 的其他生成元是 ar, (n, r) = 1。

若 r 与 n 不互素，ar 生成出来的只能是 G 的子群。例如 Z18 的生成元有 {1, 5, 7, 11, 13, 17}，而

〈2〉 = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16} ⊂ Z18.

[定理 10 的证明过程中用到的关于阶的引理如下]

引理：设 G 是群，且 |a| = n，则：

1. 对于正整数 m，有 am = e↔ n | m；

2. ∀k ∈ N∗ 有
|ak| = n

(n, k)

Proof.（1）设 m = hn+ r, 0 ≤ r < n，则

am = ahnar = ear = ar

由于 a 的阶为 n，所以 am = e↔ ar = e↔ r = 0 ↔ m = hn↔ n | m。

（2）设 ak 的阶为 s，则
e = (ak)s = aks

由于 a 的阶为 n，根据（1）中的结论有 n | ks。从而

n

(n, k)
| k

(n, k)
s.

由于 ( n
(n,k) ,

k
(n,k) ) = 1，因此 n

(n,k) | s。

欲证 s | n
(n,k)，考虑

(ak)
n

(n,k) = (an)
k

(n,k) = e
k

(n,k) = e

所以，根据（1）的结论有 s | n
(n,k)，得到 s = n

(n,k)。

9.1.3 四阶群的同构类

根据 Lagrange 定理，任给四阶群 G（因数为 2 和 4），则 G 中非单位元的阶只可能是 2 和 4。

情形 1：G 中有 4 阶元，则 G = 〈a〉，从而 G ' (Z4,+)；

13



10 商群、群同态基本定理

情形 2：G 中没有 4 阶元，则 G 的三个非单位元 a, b, c 的阶均为 2，即 a = a−1 ∧ b = b−1 ∧ c = c−1，且 ab 6= e
（否则 a = b−1 = b，矛盾）；ab 6= a（否则 b = e，矛盾）；ab 6= b（否则 a = e，矛盾）。因此 ab = c，同理 ba = c。
由于 a, b, c 是对称的，所以还有 ac = b = ca, bc = a = cb，从而 G 是 Abel 群。令

σ : G→ (Z2

⊕
Z2,+)

e 7→ ([0], [0])

a 7→ ([0], [1])

b 7→ ([1], [0])

c 7→ ([1], [1])

则 σ 是 G 到 Z2

⊕
Z2 的一个双射。我们有

σ(ab) = σ(c) = ([1], [1]) = ([0], [1]) + ([1], [0]) = σ(a) + σ(b)

同理有
σ(ac) = σ(b) = ([1], [0]) = ([0], [1]) + ([1], [1]) = σ(a) + σ(c)

σ(bc) = σ(a) = ([0], [1]) = ([1], [0]) + ([1], [1]) = σ(b) + σ(c)

还有
σ(ea) = σ(a), . . .

σ(a2) = σ(a) + σ(a) = σ(e), . . .

因此 σ 是 G ' Z2

⊕
Z2 的一个同构映射。综上所述，四阶群只有两个同构类，一个是模 4 加法群，一个是

Z2

⊕
Z2，即 Klein four group。

10 商群、群同态基本定理
定义：若群 G 到 G′ 有一个映射 σ : G→ G′ 使得

σ(ab) = σ(a)σ(b),

则称 σ 是群 G 到 G′ 的一个同态映射（homomorphism），根据映射的种类可以定义满同态（满射）和同构（双
射）。

10.1 同态的基本性质
我们记 G′ 中的元素比 G 中多一个单引号：

1. σ(e) = e′

a′ = σ(a) = σ(ae) = σ(a)σ(e) = a′e′

2. σ(a−1) = (a′)−1

e′ = σ(e) = σ(aa−1) = σ(a)σ(a−1) = a′σ(a−1) ⇒ (a′)−1 = σ(a−1)

3. G 的子群 H 在 σ 下的像 σ[H] 也是 G′ 的子群，我们有时也记为 ImG

• 证明凯莱定理时的引理；

4. 若 a ∈ G 且 an = e，则 (σ(a))n = (a′)n = e′。也就是说，若 a 是 G 的 n 阶元，则 σ(a) 的阶一定是 n 的
因数。

e′ = σ(e) = σ(an) = (σ(a))n

10.2 核以及核的性质
定义：设 σ : G→ G′ 是一个同态，则 G′ 的单位元 e′ 在 G 中的原像称为 σ 的核（kernel），记作 Kerσ，即

Kerσ = {a ∈ G | σ(a) = e′}.

核有如下性质：

命题 1：若 σ 是 G 到 G′ 的同态，则 Kerσ 是 G 的一个子群。

14
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Proof. 由于 σ(e) = e′，所以 e ∈ Kerσ。

任意 a, b ∈ Kerσ 有 σ(ab−1) = σ(a)σ(b) = e′e′ = e′。于是 ab−1 ∈ Kerσ，所以 Kerσ < G。

命题 2：若 σ 是 G 到 G′ 的同态，则 σ 是单射当且仅当

Kerσ = {e}

Proof.（⇐）设 σ 是单射，则 ∀a ∈ G (a 6= e→ σ(a) 6= e′)，因此 Kerσ = {e}。

（⇒）设 Kerσ = {e}。若 a, b ∈ G 使得 σ(a) = σ(b)，则 σ(ab−1) = σ(a)σ(b)−1 = e′，即 ab−1 ∈ Kerσ。由于
Kerσ = {e}，所以 ab−1 = e，即 a = b。因此 σ 是单射。

例子：设 σ 是 G 到 G′ 的同态，则 ∀a ∈ G 有

a(Kerσ) = (Kerσ)a.

Proof. 对 ∀a ∈ G, ∀k ∈ Kerσ 有

σ(aka−1) = σ(a)σ(k)σ(a−1) = a′e′(a′)−1 = a′(a)−1 = e′

所以 aka−1 ∈ Kerσ，有 ak = (aka−1)a ∈ (Kerσ)a。故而 a(Kerσ) ⊆ (Kerσ)a。

另一方面，对任意 k ∈ Kerσ 有

σ(a−1ka) = σ(a−1)σ(k)σ(a) = (a′)−1e′a′ = (a)−1a′ = e′

即 a−1ka ∈ Kerσ，所以有 ka = a(a−1ka) ∈ a(Kerσ)。于是又有 a(Kerσ) ⊇ (Kerσ)a。

10.3 正规子群
上面这类子群被称为正规子群（Normal subgroup）。H 是正规子群的定义为：∀a ∈ G 有 aH = Ha，记作
H ◁G。由上面的例子可知，当 σ 是 G→ G′ 的同态时，Kerσ◁G。同样地，{e} 也是 G 的（平凡）正规子群。

• 正规子群

例子：证明 H ◁G↔ (∀a ∈ G (aHa−1 = H))。

Proof. ∀a ∈ G 有

aH = Ha⇔ (aH)a−1 = (Ha)a−1

⇔ aHa−1 = H(aa−1)

⇔ aHa−1 = H

例子：证明若 H < G，且对任意 a ∈ G,h ∈ H 有 aha−1 ∈ H 则 H ◁G。

Proof. 对任意 a ∈ G,h ∈ H 有 aha−1 ∈ H，所以 aHa−1 ⊆ H。

同理，对 a ∈ G,h ∈ H 还有 a−1H(a−1)−1 ⊆ H，即 a−1Ha ⊆ H。

那么我们就有 a(a−1Ha)a−1 ⊆ aHa−1，即 (aa−1)H(aa−1) ⊆ aHa−1，所以有 H ⊆ aHa−1。

最终得到 ∀a ∈ G (aHa−1 = H)，即 H ◁G。

例子：证明若 H < G，且 [G : H] = 2，则 H ◁G。

Proof. 因为 [G : H] = 2，根据 Lagrange 定理，∃a1, a2 ∈ G (a1 6∈ H ∧ a2 6∈ H) 使得 G 存在两个划分：

G = H ∪ a1H ∧G = H ∪Ha2

因此 a1H = Ha2，得到 a1 ∼ a2，故而可以用一个代表元 a ∼ a1 ∼ a2 代替。因此有 aH = Ha，即 H ◁G。

15



10.4 商群 10 商群、群同态基本定理

10.4 商群
Galois 发现正规子群对研究群的结构起着重要的作用。若 N ◁G，则 (G/N)l = (G/N)r，记作 G/N。在 G/N
中我们规定运算

(aN) ∗ (bN) = abN

若 aN = cN，bN = dN，即 a ∼ c ∧ b ∼ d，则根据子群判定定理有 c−1a ∈ N ∧ d−1b ∈ N，从而

(cd)−1(ab) = d−1c−1ab ∈ d−1Nb

而由于 N 是正规子群，所以有 Nb = bN，因此 (cd)−1(ab) ∈ d−1Nb = d−1bN = N，因此 (cd)N = (ab)N。这
表明 (aN) ∗ (bN) 这两个陪集的乘法运算与代表元的选择无关，因此运算的定义是合理的，而且 N 的所有陪集
关于该运算构成群。

Proof. 交换律：

[(aN)(bN)](cN) = (abN)(cN) = [(ab)c]N,

(aN)[(bN)(cN)] = (aN)(bcN) = [a(bc)]N = [(ab)c]N.

单位元为 N 自身：

N(aN) = (eN)(aN) = eaN = aN, (aN)N = (aN)(eN) = aeN = aN

aN 的逆元为 a−1N：

(aN)(a−1N) = aa−1N = eN = N, (a−1N)(aN) = a−1aN = eN = N

所以，若 N ◁G，则 G/N 关于上面的运算构成一个群，我们称它为 G 关于 N 的商群（quotient group）。

命题：设 G 为有限群，N ◁G，则 |G/N | = |G|
|N |。

Proof. 根据 Lagrange 定理，|G| = [G : N ]|N |，因此 |G/N | = [G : N ] = |G|
|N |。

定理 11：设 N 是群 G 的一个正规子群，令

π : G→ G/N

a 7→ aN,

则 π是群G到商群G/N 的一个满同态，并且Kerπ = N。我们把 π称为G的自然同态（natural homomorphism）。

Proof. 显然 π 是 G 到 G/N 的一个映射，且 π 是满射。由于

π(ab) = abN = (aN)(bN) = π(a)π(b),

因此它是一个满同态，又由于

x ∈ Kerπ ⇔ π(x) = N ⇔ xN = N ⇔ x ∈ N

所以有 Kerπ = N。

该定理表明，若 N 是群 G 的正规子群，则商群 G/N 是群 G 在自然同态下的像（Imπ），并且正规子群是自然
同态的核。

再回到二元实数座标系 R2 与过原点直线子群的例子。不失一般性，我们假设该子群为 N = {(x, 0) | x ∈ R}（x
轴），并且能够构造一个从 R2 到 N 的同态（x 轴投影映射）：

σ : R → N

(a, b) 7→ (a, 0),

16
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很容易验证该同态满足保运算的性质，且 Imσ = N。但 σ 不是同构，因为它不是一一映射。由于 N 上关于加
法的单位元为 (0, 0)，所以 Kerσ = {(0, b) | b ∈ R}，即 y 轴。

同时，Kerσ 显然是一个正规子群，因为 (a, b) + (0,R) = (a,R+ b) = (a, b+ R) = (0,R) + (a, b) = (a,R)。

根据上面的定理 11，我们能够得到一个商群 R2/Kerσ = {(a,R) | a ∈ R}，并构造一个自然同态：

π : R → R/Kerσ
(a, b) 7→ (a,R),

明显，这个商群由平面上所有与 y 轴平行的直线组成，而且这个商群中的每个元素（直线）对应于 N 上的一个
元素。受此启发，我们可以得到下面这条定理。

10.5 群同态基本定理
定理 12（Fundamental Theorem of Homomorphism in Groups）：设 σ 是 G→ G′ 的同态映射，则 Kerσ
是 G 的一个正规子群，且

G/Kerσ ' Imσ

Proof. 前面已证 Kerσ ◁G，因此只需证明后面的部分。令

ψ : G/Kerσ → Imσ
a(Kerσ) 7→ σ(a)

由于

a(Kerσ) = b(Kerσ) ⇔ b−1a ∈ Kerσ ⇔ σ(b−1a = e′)

⇔ σ(b−1)σ(a) = e′ ⇔ σ(a) = σ(b)

因此 ψ 是 G/Kerσ 到 Imσ 的映射，且它是单射。从 ψ 的定义可看出它是满射，所以它是双射。又由于

ψ[a(Kerσ)b(Kerσ)] = ψ[ab(Kerσ)] = σ(ab) = σ(a)σ(b)

= ψ[a(Kerσ)]ψ[b(Kerσ)]

所以 ψ 是一个同构映射。

同态基本定理是抽象代数里最基本的定理之一（FUNDAMENTAL!）。它的作用在于，如果想研究一个代数 G′

的结构，但我们对它知之甚少，这时便会带来许多麻烦。另一方面，我们对代数 G 有着较深刻的认识。此时，
只要构造一个同态映射 σ : G→ G′ 并找到 Kerσ，我们便可以在 G 的内部通过 G/Kerσ 研究 G′ 的结构。因此
“同构基本定理”不仅仅属于群论，它存在于所有的代数系统中，在代数几何、范畴论、代数拓扑等许多现代数
学领域中都有着极大的作用，是用来帮助数学家探索未知，建立“未知与已知”之间联系的重要数学工具。下
面是知乎一个答主关于同态基本定理在（泛函）分析和线性代数两个领域中如何体现的回答。
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