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前情提要

2前情提要

n 子群的定义

n 子群的判定定理

n 有限子群的判定定理

n 群中元素的阶

n 陪集与集合的划分

n Lagrange定理



本讲主要内容

3本讲主要内容

n 循环群与生成元

n 循环群的子群

n 群的同构与同态

n 无限循环群的同构群

n 有限循环群的同构群



循环群与生成元

4循环群与生成元

n 定义（循环群）：

设 𝐺,∗ 为循环群（cyclic group）指：

∃𝑎 ∈ 𝐺 𝐺 = 𝑎

这里， 𝑎 = 𝑎! 𝑛 ∈ ℤ ，𝑎称为𝐺之生成元

（generator）



循环群与生成元（续）

5循环群与生成元

n 定义（有限循环群）：若循环群𝐺的生成元𝑎
的阶为𝑛，则称𝐺为有限循环群，即𝑛阶循环
群：𝐺 = 𝑎", 𝑎#, 𝑎$, ⋯ , 𝑎!%# ，其中𝑎"为幺

n 定义（⽆限循环群）：若循环群𝐺的生成元𝑎
为无限阶元，则称𝐺为无限循环群：𝐺 =
𝑎", 𝑎±#, 𝑎±$, ⋯ ，其中𝑎"为幺

n 易见：循环群的生成元的阶等于群的阶



循环群与生成元（续）

6循环群与生成元

n 例1：有限循环群 ℤ',⊕'

模6剩余加群 ℤ',⊕' 是循环群，恰有2个生

成元：1和5

5" = 0，5# = 5，5$ = 4，

5( = 3，5) = 2，5* = 1.



循环群与生成元（续）

7循环群与生成元

n 例2：无限循环群 ℤ,+

ℤ,+ 是循环群，恰有2个生成元：1和−1

∵ 𝑛为ℤ之生成元⇔ ℤ = 𝑛 ⇔ ∃𝑘 ∈ ℤ 𝑛+ =

1 ⇔ ∃𝑘 ∈ ℤ 𝑘 ⋅ 𝑛 = 1 ⇔ 𝑛 ∈ 1,−1

∴ 1和− 1均是其生成元



循环群与生成元（续）

8循环群与生成元

n 例3：非循环群

Klein四元群 𝑉,∗ 不是循环群，因为对任何

𝑥 ∈ 𝑉， 𝑥 = 𝑒, 𝑥 ：



无限循环群的生成元

9循环群与生成元

n 命题：若𝑎是无限循环群的生成元，则𝑎%#也

是该无限循环群的生成元

Ø 证明：设群𝐺 = 𝑎 = 𝑎+ 𝑎 ∈ 𝐺, 𝑘 ∈ ℤ ，

𝑎+ = 𝑎%# %+，令𝑝 = −𝑘，则𝐺 =

(𝑎%# , 𝑝 ∈ ℤ ，故𝐺 = 𝑎%#



无限循环群的生成元（续）

10循环群与生成元

n 命题：无限循环群有且只有2个生成元

n 证明：设群𝐺 = 𝑎 = 𝑎! 𝑎 ∈ 𝐺, 𝑘 ∈ ℤ ，若𝑏亦为

𝐺的⽣成元，则：(∃𝑚, 𝑡 ∈ ℤ)(𝑎" = 𝑏 ∧ 𝑏# = 𝑎)，

故𝑎 = 𝑏# = 𝑎" # = 𝑎"#，由消去律，𝑎"#$% = 𝑒

∵ 𝑎是⽆限阶元 ∴ 𝑚𝑡 − 1 = 0 ⇒ 𝑚 = 𝑡 = 1 ∨

𝑚 = 𝑡 = −1 ，故有𝑏 = 𝑎或者𝑏 = 𝑎$%



有限循环群的生成元
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n 命题：设有限群𝐺 = 𝑎 ，且 𝑎 = 𝑛，则对任意

不大于𝑛的正整数𝑟，𝐺 = 𝑎! ⇔ gcd 𝑛, 𝑟 = 1
¡ “⇐”：设gcd 𝑛, 𝑟 = 1，则(∃𝑢, 𝑣 ∈ ℤ)(𝑢𝑟 + 𝑣𝑛 = 1)，因

此𝑎 = 𝑎!"#$% = 𝑎" ! 𝑎% $ = 𝑎" !。故⽽𝐺中任意元素

𝑎&可表为 𝑎" !&，故有𝐺 = 𝑎" ；

¡ “⇒”：设𝑎"是𝐺的⽣成元，令gcd 𝑛, 𝑟 = 𝑑且𝑟 = 𝑑𝑡，则

𝑎% ' = 𝑎% "/) = 𝑎" %/) = 𝑒 ， 故 𝑎" |(𝑛/𝑑) ， 但

𝑎" = 𝑛故𝑛| %) ⇒ 𝑑 = 1，故有gcd 𝑛, 𝑟 = 1即𝑛与𝑟互质



有限循环群的生成元（续）

12循环群与生成元

n 推论：𝑛阶循环群𝐺 = 𝑎 的生成元的个数恰

好等于不大于𝑛且与𝑛互质的正整数的个数，

即Euler函数𝜑(𝑛)，其生成元集为：

𝑎- 0 < 𝑖 ≤ 𝑛 ∧ gcd 𝑖, 𝑛 = 1



有限循环群的生成元（续）

13循环群与生成元



循环群的子群
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n 命题：设𝐺 = 𝑎 为循环群

⑴ 𝐺的子群为循环群

⑵若 𝑎 = ∞，则𝐺的子群除 𝑒 外皆为无限循环群

⽅幂元

自然成立𝐻,∗ ≤ 𝐺,∗
𝐻 = 𝑎! ：



循环群的子群（续）

15循环群的子群

n 命题：对𝑛的每个因子𝑑，𝑛阶循环群𝐺中恰

有一个𝑑阶子群

n 证明：

¡ 设𝐺 = 𝑎 ，令𝐻 = 𝑎%/) ，显然𝐻是𝐺的𝑑阶⼦群

¡ 若令𝐻- = 𝑎. 亦为𝑑阶⼦群，则 𝑎. ) = 𝑎.) = 𝑒，故

有𝑛|𝑚𝑑，即%
) |𝑚，因此𝑎

. = 𝑎 ⁄% ) &
∈ 𝐻，即𝐻- ⊆ 𝐻，

但𝐻- ≈ 𝐻，故有𝐻- = 𝐻



循环群的子群（续）

16循环群的子群



群同构与同构映射
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n 定义（群同构）：群 𝐺#,∘ 与 𝐺$,∗ 同构

(𝐺# ≅ 𝐺$)当且仅当存在双射函数 𝑓: 𝐺# → 𝐺$，

满足：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺#，𝑓 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑓 𝑥 ∗ 𝑓(𝑦)

n 例：正实数乘群 ℝ.,⋅ 和实数加群 ℝ,+ ，同

构映射𝑓:ℝ. → ℝ: 𝑓 𝑥 = ln 𝑥



群同构关系是等价关系
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n 自反性：对任意群 𝐺,∘ ，𝐺 ≅ 𝐺

¡ 此时同构映射为恒同映射𝑓 𝑥 = 𝑥

n 对称性：对任意群𝐺&, 𝐺'，若𝐺& ≅ 𝐺'则𝐺' ≅ 𝐺&
¡ 后者的同构映射为前者同构映射的逆函数

n 传递性：对任意群𝐺&, 𝐺', 𝐺(，若𝐺& ≅ 𝐺'且𝐺' ≅ 𝐺(
则𝐺& ≅ 𝐺(
¡ 设前⼆者同构映射分别为𝑓: 𝐺- → 𝐺0，𝑔: 𝐺0 → 𝐺1，则

𝑔 ∘ 𝑓: 𝐺- → 𝐺1

群同构与同构映射



群同构与同构映射（续）
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n 回忆第十五讲中提到的四阶群以下的同构性：

群同构与同构映射



群同构与同构映射（续）
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n 回忆第十五讲中提到的四阶群以下的同构性：

群同构与同构映射



同态与同态映射
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n 群同态对映射的要求远低于群同构，只需找到符合

条件的函数即可

n 定义（群同态）：群 𝐺&,∘ 与 𝐺',∗ 同态(𝐺&~𝐺')当

且仅当存在函数𝑓: 𝐺& → 𝐺'，满足：

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺&，𝑓 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑓 𝑥 ∗ 𝑓(𝑦)

n 如果上述映射是满射，则称为满同态；如映射是单

射，则称为单同态；若𝐺& = 𝐺'，则称𝜑为自同态

群同态与同态映射



同态与同态映射（续）
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n 命题：设𝑓为从群 𝐺,∗ 到群 𝐻,∘ 的同态，则

⑴ 𝑓 𝑒) = 𝑒*；

⑵ 𝑓 𝑎+& = 𝑓 𝑎 +&
，∀𝑎 ∈ 𝐺

群同态与同态映射



同态与同态映射（续）
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n 例：整数加系统 ℤ,+ 与模3剩余加系统

ℤ(,⊕( 同态，同态映射为

𝑓: ℤ → ℤ(，𝑓 3𝑘 + 𝑟 = 𝑟，𝑘 ∈ ℤ

此同态为满同态

n 趣味问题：由1, 2,⋯ , 2020这些自然数按照

任意的组合进行加减，能否得到2019？

群同态与同态映射



同态与同态映射（续）
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n 趣味问题：由1, 2,⋯ , 2020这些自然数按照

任意的组合进行加减，能否得到2019？

n 定义系统（奇偶加群）： 𝑒, 𝑜 ,∗ ，运算表如下：

群同态与同态映射

𝑒, 𝑜 ,∗ℤ,+



无限循环群的同构群
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n 定理：设 𝐺,∗ 为无限循环群，则 𝐺,∗ ≅ ℤ,+

n 证明： 𝑎 = ∞，令𝑓: ℤ → 𝐺如下：𝑓 𝑥 = 𝑎"，

∵ 𝑓 𝑛 +𝑚 = 𝑎#$% = 𝑎# ∗ 𝑎% = 𝑓 𝑛 ∗ 𝑓 𝑚 ∴ 𝑓为

同态；又 ∵ 𝑓 𝑛 = 𝑓 𝑚 ⇒ 𝑎# = 𝑎% ⇒ 𝑎|#'%| =

𝑒 ⇒ 𝑛 −𝑚 = 0 ⇒ 𝑛 = 𝑚 ∴ 𝑓为1 − 1，由循环群的

定义onto易见，从⽽ 𝐺,∗ ≅ ℤ,+

无限群的同构



有限循环群的同构群
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n 定理：设 𝐺,∗ 为有限循环群，则 𝐺,∗ ≅ ℤ#,⊕#

n 证明： 𝑎 = 𝑛 > 0从⽽𝐺 = {𝑎,, 𝑎&, ⋯ , 𝑎-+&}，令

𝑓: ℤ- → 𝐺如下：𝑓 𝑥 = 𝑎.(𝑥 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1)，由于

𝑓 𝑖 ⊕- 𝑗 = 𝑎/⊕!1 = 𝑎/ ∗ 𝑎1 = 𝑓 𝑖 ∗ 𝑓(𝑗)，故𝑓为同

态。又由于𝑓 𝑖 = 𝑓 𝑗 ⇒ 𝑎/ = 𝑎1 ⇒ 𝑎|/+1| = 𝑒 ⇒

𝑛| 𝑖 − 𝑗 ⇒ 𝑖 ≡ 𝑗 mod 𝑛 ⇒ 𝑖 = 𝑗，故𝑓为单射；𝑓的

满射性易见，因此 𝐺,∗ ≅ ℤ- ,⊕-

有限群的同构



循环群的同构群
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n 定理：设 𝐺,∗ 为无限循环群，则 𝐺,∗ ≅ ℤ,+

n 定理：设 𝐺,∗ 为有限循环群，则 𝐺,∗ ≅ ℤ#,⊕#

推论：循环群皆为阿贝尔群

有限群的同构



本次课后作业

28课后作业

n 教材内容：[屈婉玲] 10.3节

n 课后习题：

¡ 见“教学立⽅”

n 提交时间：见教学立方



Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
n “拉格朗日是数学科学界⾼耸的⾦字塔” —— 拿破伦·波那巴

n “在短得令⼈难以置信的时间内，他就完全靠自学掌握了他那个时代
的现代分析。⼗六岁时（可能不太准确），拉格朗日成了在都灵的皇
家炮兵学院的数学教授。然后开始了数学史上最光辉的经历之⼀。”

n “他的杰作《分析⼒学》是他作为⼀个⼗九岁的少年在都灵设想出来
的。”

n 这位⼗⼋世纪最伟⼤，最谦虚的数学家的最著名的语录是：“我不知
道。” ——以上摘自 E.T.贝尔《数学精英》

n 法国伟⼤的数学传统—“4L”
¡ Lagrange(1736-1813); Laplace(1749-1827); Legendre(1752-

1833); Lebesgue(1875-1941) 
(拉格朗日、拉普拉斯、勒让德、勒贝格)

Tip：Lagrange


